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ABSTRAK

o METODE PERSAMAAN INTEGRAL FREDHOLM DALAM HAMBURAN QUANTUM
PN’I‘RAL. Metode persamaan integral (FIM) telah memberikan hasil gebaik harga eksak yang
dl.pemleh dengan metode numerik Runge-Kutta, bahkan baru-baru ini digunakan untuk meng-
hitung hamburan radar oleh partikel tetes air hujan dengan hasil yang tepat. Metode ini belum
diuji ketelitiannya secara lebih luas, Maksud penelitian ini adalah menguyji ketelitian metode
persamaan integral Fredholm (FIM) dengan poetnsial hamburan Yukawa dan eksponensial
den.gan memvariasikan tetapan-tetapan (A dan o) yang memberikan ukuran kuat dan jangkau
dari potensial-potensial yang digunakan. Dari hasil pengujian ini terlihat bahwa dalam jangkau
parameter pengujian, hasil-hasil yang diperolch seteliti hasil eksak yang diperoleh dengan

metode numerik Runge-Kutta.
ABSTRACT

Fredholm Integral Equation Method (FIM) had been developed to give results as accurate
as the exact values computed from Runge- Kutta numerical method. Recently this method has
been applied to the calculation of radar scattering by hydrometeors with good results. However
the accuracy of this method has not been tested for a broader of interest/ The purpose of this
study is to assess the accuracy of the FIM for Yukawa and exponensial potensials with different
parameters A and @, that measure the strength and range of the potential. From the results of
tests, it is shown that FIM is as accurate as the Runge-Kutta numerical method.

PENDAHULUAN
Metode persamaan integral merupakan kom-
plimen terhadap metode numerik penyelesaian
persamaan diferensial. Dalam metode numerik di-
perlukan harga awal dari fungsi beserta derivatif-
nya untuk membangun seluruh penyelesaian titik
demi titik dengan panjang langkah yang telah di-
tetapkan. Metode persamaan integral di lain pihak
tidak memerlukan titik awal, tetapi seluruh pe-
nyelesaian pada titik-titik kwadratur dilakukan
sekaligus berdasar suatu penyelesaian persamaan
linier. Penyelesaian demikian memerlukan memo-
ri komputer yang cukup besar dan tidak praktis
dilakukan dengan komputer mini. Baik metode
numerik diferensial maupun integral memerlukan
titik-titik interval yang dalam hal metode diferen-
sial kesalahan mengestimasi penyelesaian tiitk
berikutnya bergantung pada besar kecilnya
interval (h) yang digunakan. Metode numerik
Runge-Kutta yangdigunakan di sini mengestimasi
kesalahan setiap langkah dengan h6 sehingga apa-
bila diambil h = 0,1 orde kesalahan dalam
penyelesaian berikutnya adalah 10-6.Tidaklah
jelas dengan metode penyelesaian persamaan in-
tegral, karena dengan semakin kecil interval yang
digunakan, semakin tidak stabil kondisi matriks
yang muncul dalam persamaan integral. Namun

dari hasil-hasil perhitungan, representasi penye-
lesaian di daerah pedalaman di mana potensial
masih punya harga yang tak terabaikan, penyele-
saian persamaan integral seteliti penyelesaian nu-
merik. Kelebihan dari penyelesaian dengan per-
samaan integral adalah diperolehnya representasi
analitik dari fungsi gelombang yang akurat di da-
erah pedalaman (inner region) yaitu daerah dima-
na harga potensial tidak terabaikan. Kelemahan-
nya adalah bahwa metode ini hanya praktis bagi
model-model potensial yang matriks elemen Born
pertama dan kedua off shell dapat dihitung secara
analitik. Di samping itu diperlukan memori kom-
puter yang cukup besar untuk menyelesaikan per-
samaan linier yang timbul.

Metode persamaan integral Fredholm (FIM)
telah dikembangkan oleh Holt dan Santoso (1973)
sebagai jalan keluar untuk mengatasi timbulnya
singularitas pada kernel dalam persamaan integral
yang dikembangkan oleh Walters (1971). Akhir-
akhir ini FIM telah digunakan dengan hasil yang
bagus bagi hamburan radar oleh partikel-partikel
tetes hujan, Dari pengamatan yang diperoleh da-
lam memecahkan persamaan linier yang muncul
selalu ditemui matriks yang berkondisi jelek (ill
conditioned). Anehnya penyelesaian fungsi
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lombang yang diperoleh tetap akurat pada
E:ntoh—coftjh _\ingp{eelnh diberikan. Belumlah
jelas janglau ketelitian metode FIM untulc kasus
yang Jain. Maksud dari penelitian ini adalah meng-
uji metode FIM untuk potensial dengan kekuatan
dan jangkau yang berbeda-beda dalam model po-
tensial Yukawa dan exponensial. ledua potensial
ini dipilih karena penyelesaian matriks elome.n
Born yang pertama dan kedua off-shell dapat di-
hitung secara analitik. Ternynta dari model-model
yang dipakai di sini, hasil-hasil yang diperoleh
masih seteliti metode numerik Runge-Kutta yang
dianggap sebagai harga eksak.
Metode Persamaan Integral Fredholm

Suatu hamburan kuantum sentral non- rela-

tivistik baik itu hamburan atom, nuklir maupun
gelombang elektromagnetik dapat dilukiskan oleh
persamasan

(VP4 R)(r)=U(Fw(r) (1)

ko adalah vektor gelombang zarah terhambur
dan U adalah potensial penghambur y ( 7 ) ada-
~ lah fungsi gelombang yang melukiskan keadaan
sistem hamburan. Persamaan integral yang
memenuhi (1) adalah

WF) = %+ [G (FRYUFIWT) W (F)dP

@
G(r,r’) adalah fungsi Green dari operator
v2+ k2 yang diberikan oleh
ik | == il )
G(7P)=-Lelnll 1 fdpet T T
an [r-7r1 223 pP- k-
)

P adalah variabel integrasi d5 = p® dp,dxp dop
Persamaan (2) termasuk persamaan integral
Fredholm karena batas-batas integrasi adalah

harga yang tertentu. Secara formal persamaan (2)
ditulis sebagai

Y= Do+ GUY (4)
dimana o= &7 dan operator
GU= fG('Ff) U() U(F)dr yang harus be-

kerja paday (F,).
Ekspansi Born dapat dilakukan dari persa-
maan (4) yaitu dari (1 - GU )psy = @, menjadi

Y= (1-GU) 1o, =

(1+ GU+ GU.GU+..)®o (5)

Amplitudo hamburan yang harus dihitung ada-
lah, '

Bandung, 1617 Ohto)

1
fr)= 'EE':J:,]UhV, -

} :-:;fc';"_’(}(.r)w{?)d? )

ks adalah vektor gelombang terhambur, yang
oleh Born diberikan sebagai:

= - _41?4 ks| U| ko> Born pertama ©)

yang oleh Born diberikan sebagai

AW =i~ 2-<K| UGU| Ey> Bom
kedua t3))

Deret yang diberikan oleh Born tidak dapat
menjamin keakuratan perhitungan karena ope-
rator GU tidak dapat langsung dilihat a ia
jauh lebih kecil dari pada satu.

Metode FIM mengatasi problema ini dengan
mengekspansikan 1 (7) dan tidak mengekspan-
sikan operator (1- GU)- 1. Ekspansi v (F)
yang dimaksud adalah

w(P=fc(7) g (9)

g adalah variabel interaksi dg = g* dg dxq g,
Apabila pada persamaan (2) atau (4) dikenakan

pengoperasian f e ¥y (r)d7 dengan K se-
mentara sembarang , maka diperoleh

<R| U- UGU|p> = < K| U| k> (10)

Dengan memasukkan ekspansi (9) maka
diperoleh persamaan integral untuk mencari
harga C (7).

Jc(2)<R| U-6U| §>dg= < R| U| Fo>

(1)

Integrasi dalam,

di(fd§=fff‘q2dqdfqd¢q)dapat

0o-10
didekati dengan titik kwadratur, sehingga (11)
menjadi

N M

T AuiiCi=bu  (12)
1

= 1 =

N dan M adalal_} Jumlah titik kwadratur sepan-
Jang q danxg, Cyj = PiiC(qi xj); Arlij=< gk,
x| |U-UGU | qi xj> ;pij=faktor berat dan
b= < qixt |U | kol>.

Penyelesaian Cjj dari persamaan (12) membe-
rikan penyelesaian y (7 ) dalam bentuk :
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) ;’ M
yir)= T Ciec b X, IV 10: X
fis l_’J- ] u . | IQ./\) >

(13)

sehinggn amplitudo hamburan £ % diberikan
oleh: '

] XM
[0) = - e ll }-llnﬂkx_ x| Ul gi v>
= 1=

(14)
plau

12X
=1 (Y- T L X Ciy<kyn UGU| g, x>

= 1= 1
(15)
Sudah barang tentu kalau pendekatan \ se-
perti diberikan oleh (13) cukup akurat maka per-
hitungan/ () memakai bentuk Born pertamn (14)
akan memberikan hasil yang sama apabila
dihitung dengan Born kedua (15).

Hasil-hasil pengujian dan diskusi.
Pengujian dilakukan untuk potensial-
potensial model Yukawa U(r}) = Ae- @ r/r dan cks-

ponensial U(r) = Ae - & dimana A dan « tetapan
yang memberikan ukuran kekuatan dan jangkau
potensial. Pada tabel 1 (lampiran) ditunjukkan

DAFTARPUSTAKA
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hnail-haail parhitungan dengan metode Born per-
tama dan kedua, FIM dan Numerik Runge-Kutta
(eksak).

Ternyata pendekatan Barn sampai orde dua,
kurang memberikan hesil ketepatan yang cukup
eedangkan untuk FIM terlihat ennlkurat metnde
Runge-Kutta. Unluk potensial repulsif, ternyata
harga imaginer Born kerlua tidalk berbeda dan
mereka juga masih kurang cukup akurat diban-
dingkan dengan FIM yang seakurat metode nu-
merik Runge-Kutta. Pada daerah energi dimana
metode Born mendekati hasil eksak, jumlah kua-
drat | C;; |2mendekatisatu. Pada titik ekstrimnya

tentu fungsi gelombang 1 mendekati
e®,r sohingga | Cyj |2 = 1.
KESIMPULAN

Sehagni satu konklusi dapat diksnfirmasikan
di =ini bahwa FIM tetap memberikan hasil se-
akumt metode numerik Runge-Kutta untuk peng-
ujinn ynng telah dilakukan dengan berbagni energi
zarah, sudut dan potensial ponghambur sebagni
tertern dalam tabel-tabel pengujian. Dari hasil uji
cobn ini ternyatn FIM memberikan hasil seakurat
metode numerik diferensial seperti terlihat dalam
tabel-tabel terlampir.
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llaxga-harga [(0) untuk polensial U(r) = —2.365!3"rfr

Tabel 1.
dekatan Dorn HALTORS FIN RUNGE
pomor ren (19n) KTTA
9
B [}
t, . | 2 . ‘
0 2.365 3.379+1. 044 1.11641.6715 1.13641.673i 1.13441.673i
0.663 1.259  2.2e1.2304 -0.15941.503i -0.138+1.504i -0.140+1.504i
1T o’sT  V.E1BN3E -0.680),I56i -0.667+1.358i -0.669+1.358i
‘ :
(] 2.365 2.56240,716i 2.18640.739i 2.187+0.739i © 2.18840.739i
1.816 #2031 0.188:0,379i 0.079:0,349; 0.079+0.347i 0.079+0.347i
i 0.167 0.214:0.270i  -0.0500. 2153 -0.049+0.213i -0.050+0.213i
0 2.365 2.04040, 45Aj 2.29640.445i 2.29940.459i 2.0 +0.459i
100 2 0,125 0.1380.19i  0.05340.1250 0.053+0. 1241 0.053+0.125i
= 0.064 0.072+0.08%4 “0.00840. 0714 0.008+0.071i +0.072i .
0 2,365 2.40810. 44 2.32300. 30 2.21840_346i _+0.347i
4 ‘rz o.072 0.077+0.072i 0.03940. 065§ 0.039+0.065i +0.065i
. 0.036 0.03940.042i 0.013+0.037i 0.012+0.0373 +0.037i
5.0 0 2.365 2.39340.277i 2.337+0.216i 2.34140.278i +0.278i
" ';z 0.046 0.04840.042i ° 0.029:0.039i 0.029+0.038i +0.039i
0.021 0.025+0.025i 0.012+0.072: 0.011+0.022i +0_022i
Tabel 2. Harga-harga f{¥) untuk U{rx) = —2e" "
nomor Pendekatan Born FIM Runge-
ggl : Kutta
% " l;I < Rl’
i 0 4,000 4.275¢1.3234 3.77241.2875 3.773+1.289i
. wf2  0.444 0.478+0_5045 0.116+0.403i 0.116+0.401
. 0.160 0.10240.297i -0.06940_107§ -0.06910_102i
0 4.000 4.06440_667i 3.94240.6611 3.94140_661i
2.0 /2 0.049 0.0374+0.051i 0.019+0.0161 0.019+0.0363
. 0.0M4 0.008+0.016i 0.004+0.008i 0.005+0.008i
3.0 0 4.000 4.02810.4445 31.972+0.442i +0_443i
«/, 0.0 0.00940.008i 0.007+0.006i +0_006i
) 0.003 0.002:0.0023 0.00Z2+0.0021 +0,. 0023
0 0 4.000 A.016+0.33140 3. U860, 32y +0.323i
4. o7 0.004 0,000 00024 0.N03+0. 002714 +0.002i
« 0.001  0.000840,0005: (1.0N07 40 . NKM i 10,0005
5.0 0 4000 A,010+0, 26T 1993400, 26610
N /2 0.0015 0. 0010,.000 71 0.00130, 00064
- 0.0004 000030, K02 4 0, 0003400 0001
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nomox
qel
‘o 0) 8,
o 1.000
1.0 /2 0.556
L 0.375
0 1.00
2.0 )2 0.222
v 0.120
0 1.000
3.0 /2 0.107
. 0.055%
0 1.0
‘v /2 0.062
. 0.031
0 1,000
5.9 nf2 0.040
. 0.020
Tabel 4 .
k cos(t) Born-1
1.0 -2.365
0.663] 0.0 =1.2586
-1.0 -0.B5742
1.0 -2.365
1.0 0.0 -0.78B33
-1.0 -0.4730
1.0 -2.365
1.816 0.0 =-0.31136
-1.0 -0.16665
1.0 -2.365
2.0 0.0 -0.26278
-1.0 -0.13912
1.0 -2.365
3.0 0.0 -0.12447
-1.0 =-0.63919
1.0 =-2.365
1.0 0.0 =-0.71667
-1,0 -0.036385
1.0 -2.36%
5.0 0.0 -0.046373
-1.0 ~.023416

Tabel 3. llarga-

Pendekatan Born

%

1.78740. 395
0_nn0|0,3§5i
0.58640_ 179

1.0%440, 2615
0.26940.174;
0.15040, 132

104440, 185
0. 11900, 0155
0.06140.0573

1.025:0. 142,
U.066+0.046
N.013:0,.079;

1.01640,115i
0.04140.027i
N.02140.01 7

Amplitudo lamburan Untuk U(r) =

lliorn-2

-1.3511+il1.3444
-.38914+i1.2314
-.09605+11.1387

- =1.8057+il1.1186
=.39794+i.89161
-.17306+i.75016

=2.1679+1.71573
-.23471+1.37783
-.11907+1.26090

~2.2005%i.65H03
—.20646+1i.31605
-.10514+i.22009

-2.2894+1i.45350
-.11052+1.13871
-.056236+1i,0885

-2.3320+i.34420
-.06684+1.07225
~.03381+1.04422

=2.3373+4.276H9
-.04431+1i.04241
-.022344+1i.,0251]
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h -
arga £(0) unpyk potensial U(r) = -2(1 + 1 ) - xE

r

Fin Rumge—

Kulta
0.93%510.657i 0.915+0.658i
0.443+0.617i 0. 00.610}
0.726+0.582i 0.225+0,583i
0.97910.799i 0.97940. 270
0.163410,197i 0.163+0.1971
0.0514+0, 144, 0.051+0, 1454
N.99140. 196 0.991+0.196i
0.0790.087i D.DJ?ﬁQ.O&?i
0.020+0.055i 0.0728+0,055i
0.995+0, 141 0.995:0, 1471
0.04740,045i 0.047+0.045i
0.01940,027i 0.019+0.027i
0.997+0.117i 0. 117

0.031+0.0273
0.014+0.006:

F I M

-1.5559+1.,49915
-.57493+i.41571
-.26523+1i.35062

-1.7451+1.53484
-.33277+4i.36220
-.10656+1.26489

-2.0221+1i.48979
--.12265+4i.20522
-.027335+1.1262

-2.0672+1.46898
-.10471+i.18010
-.016992+i.0542

-2.1948+1.37724
-.05712+i.09400
~.016992+i.0542

-2.2588+1.30738
-.038522+1,0554
-.01388+4.03090

-2.2932+1.25674
-.0288+1.033872
-.011294+1,0192

260

0.03140.027i
0,040,016

2.365.exp(-r)/r

Runge-Kutta

-1.5558+1.49994
--5747+4.41570
--2652+i.35060

-1.7490+1.5352
—--33270+i.36230
~-.10640+i.26490

-2.02B80+i.48720
--12260+i.20520
=-02731+1.12620

-2.0680+i.46940
-.10460+i.18010

-2.1940+3.3777
-.05669+1.09407
-.01528+1.05432

-2.2210+1.3079
-.01726+1.05438
+1.03095

+1.2580

=-.02730+1.0344
+i.0200
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Tabel 5. Amplitudo llamburan Untuk U(r) =

~2.365.exp(-al*r)/c

- n - FIM Runge-Kutta
k cos(t) Dorn-1 orn-2 . ;
i 6727 B.301+i.2.682
= .0 9.4600 9.8761+i.3.0227 8.433641?.
s .:U ; 0 0.34547 -40085+1.72297 -.20724+i.31123 ~2071+i.3133
el —1.0 0.17595 .20561+i.44810 -.180B0+i.09223 -.2023+1.09196
' i - i 3.830+i1.2530
- 1.0 4.2044 4.4756+4.1.3129 J.82240+1.2501
:181;5 0.0 0.33019 .400779+i.5169% -.0388+i.36693 -.04035+1i.2681
’ =1.0 0.17195 +21240+1.34306 .12141i.17699 -.1238+i.17790
1.021+1.35450
. 1.0 1.0511 1.7190+i.29235 1.084+1i.35405 .
;1;165 0.0 0.26736 0.34025+1i.2103) 0.19290+4.25649 0.192901.25620
’ -1.0 0.15316 0.20517+4i.16766 0.06411+i.20227 .06408+i.202 ?
* 0341
1=2.0 1.0 0.59125 0.67259+4.14771 0.60606+1i.2
:.816 0.0 0.22320 0.28356+1.12277 0.2169J+§.17405
: -1.0 0.13757 0.18556+i.10596 0.11909+4i.15338
Tabel 6. Amplitudo Hamburan Untuk Uir) = -Z.O.exp(alir)
K- cos(t) Born-1 Born-2 FIM Runge-Kutta
al=0.6 1.0 18.519 18.810+i5. 1440 17.296+i4.7606
2.0. 0.0 0.03434 -017784+1.06472 - .00506+i.02085
-1l.0  0.0089669  .001528+i.01634 -.00057+i.00495
al=0.7 1.0 11.662 11.846+i2.7765 11.134+i2.6513 11.020+i2.6770
2.0 0.0 0.038846 -022676+1.06230  -.001258+1.0269 -.006505+3.0274
-1.0  0.010297 -0044990+3.0162 - 0004559+ .005 Bttty
al=0.8 1.0 7.8125 7.9304+i1.6275 7.56B5+i1.5830 7.5480+11.5910
0.0 0.042867 0.027704+i.059] -0049725+i_0315- +3i.03188
-1.0 0.011577 .0_055?65ci.0t61 -0015723+i.0067 +i.0067
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