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ANALISA MATEMATIKA
UNTUK LINTASAN ROKET DAN SATELIT

Oleh -

Alit Bondan® =~ o0 .

Abstrak

Makalah ini membahas persamaaii - persamaain matematika untuk lintasan roket
duan sarelii. Gaya-gaya pada roket dan satelit yang disebabkan karena grafitasi dibahas,
dimana pembahasan im juga mengeni istilah kecepatan lepas ( escape velocity ).
Disamping itu pembahasan juga meliputi massa bahan bakar roket bertingkat.

Dattar simbul :

F = Gaya grafitasi

i = Konstanta universal
M = Massa bumi
Ve = Kecepatan lepas.
g2 = Percepatan gravitasi
m, = Massa awal
n; = Massa bahanbakar
m, = Mssa struktur
m, = Massa payload
t = Waktu
R = Perbadingan massa
V.. = Keccpatan

maksimul
h = Ketinggian satelit
R, = Jari-jari bumi
o = Sudut elevasi
d = Jarak pengamat
dengan Satelit

0 = Sudut
T = periode sarclit

Penliti Bidung Transmisi Komunikasi Dirgantara - Lapan - Rancabungur
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1. PENDAHULUAN

Makalah ini membahas gaya-gaya pada roket dan satelit yang disebabkan karena
gravitasi sehingga mempermudah pembahasan lintasan roket dan satelit.

Supaya suatu benda dapat lepas (escape) dari permukaar_l bumi'ma'kadbfnhd:ul:tluha;uz
dapat melawan gaya gravitasi yang menariknya kearah Pgsat bumi. Qrav:ita§1 a aaa ) suaty tga r)i/k
universil yang bekerja pada benda-benda yang memiliki massa. Sifat dari gay

menarik atau tolak menolak, dan bekerja pada garis yang menghubungkan titik pusat massa
dari kedua benda itu.

Gaya gravitasi yang bekerja pada benda adalah sebanding dengan @assanya. Gaya tarik
gravitasi antara dua benda dengan massa m; dan m, dinyatakan oleh rumus :

dimana G adalah konstanta dan d jarak antara titik pusat massa dari m; dan my_

Roket yang meninggalkan bumi harus dapat melawan gaya gravitasi yang m'enarll;lr:ya
ke pusat bumi. Gaya gravitasi tidak pernah menjadi nol. Berapapun Jauhnya kita meninggalkan
bumi, gravitasi bumi selalu mencoba menarik kita. Jika kita menggambafka'] grgﬁk yang
memperlihatkan perubahan gravitasi bila kita meninggalkfm bum.i, maka ga}rﬁk. ini t:Sak lakan
memotong sumbu horizontal sampai jarak tak hingga. Ini berarti bahv.va k.lta. tidak lsa:( epas
(escape) dari gravitas; bumi, meskipun kita bisa lepas (escape) dari bumi. Im dl.sebabkan arena
meskipun  grafik gravitasi menuju tak hingga, luas dibawah graﬁk ini tidak tak hingga
melainkan berhingga. Ini berarti bahwa jika roket diberi cukup energi maka roket selalu dapat
melawan gaya gravitasi dan tidak akan kembali ke buri , |

2. GRAVITAS].

Gaya utama yang bekerja pada benda yang bergerak diruang angkasa adalah gravitasi.
Gaya gravitasi adalah gaya universil antara dua benda dan dinyatakan dengan :

F =G | (1)

dimana F adalah 8aya, mydan m, adalah massa kedua benda, d adalah jarak dan G konstanta.
Hukum ini berlaky

pada elemen massa yang berjarak d. Selanjutnya dapat dibuktikan ba wa,
benda berukuran berhingga yang berbentuk bola tarik menarik seolah-olah massanya
berkosentrasi dipyg

bola.

<
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Sekarang misalkan m;=1 (massa satuan) dan m; = M -(M=massa bumi). Maka
berdasarkan persamaan (1) gaya tarik menarik antara bumi dan massa satuan dipermukaan

bumi adalah :
1xm _
(2)

dimana g adalah gaya gravitasi, M massa bumi dan Rg jari-jari bumi (bumi dianggap bulat
sempurna).

Pandang massa satuan dititik P yang berjarak r dari 0, yaitu pusat bumi. Misalkan e
adalah gaya gravitasi pada massa satuan dititik P. Maka : '

1xM
g = -G—r;— (3)

Dengan membagi persamaan (3) oleh persamaan (2) diperoleh :

% _Re
g T
g. R2
gr = rZE (4)

sehingga

Dengén demikian persamaan (4) mendefinisiskan g. (gaya gravitasi di P) dinyatakan dalam g .

3. KECEPATAN LEPAS.
Jika massa satuan dititik P dipindahkan der}gzin jarak dr sepanjar}g OP, maka usaha
yang bekerja pada massa ini adalah dE = g.dr. Jadi, jika massa satuan digerakkan dari P ke

takhingga, maka usaha yang dilakukan adalah :

B, = Tgrdr = T&%ﬁf

gR;
. per satuan massa. (5)

sehingga

Jika roket bergerak dari P ke takhingga, maka roket ini harus menggunakan energi
sebesar E, persatuan massa. Maka energi kinetis dari roket adalah E. persatuan massa, kalay
tiba di takhingga dengan kecepatan nol. Jika V. adalah kecepatan di P dan m massa roket maka
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V, =4|— (6)

Jika roket bergerak dari permukaan bumi, maka kecepatan yang dibutuhkan untuk lepas sampai
takhingga yaitu V. diberikan oleh :

maka v, = 1/2.g.RE @)

Ve l:ldalah kecepatan lepas (escape velocity)di permukaan bumi; dari Hukum Newton Kedua
maka :

Gaya = massa X percepatan .

Pandang massa satuan di permukaan bumi. Maka gaya = 1 x percepatan dan telah diperlihatkan

dalam pasal 2 bahwa gayanya adalah g, sehingga percepatan gravitasi identik dengan g -
dalam satuan percepatan

g=322ft/sec’ =981lcm/ sec

jika Re =6.4x10°meter

maka V, = 1/2x6.4x9.81x10° meter/det.

=10°% 4125 meter/det.

Ve = 11.2km/det. _ .
= 7 miles/det. —> (aproksimasi)
= 25000 m.p.h

.
8

Ini adalah hal untuk roket ideal ( semua bahan bakar hgbis sebelum roket bérgerak

dengan jarak yang cukup besar, gesekan udara diabaikan). Jika kecepatan V lebih. kecil dari

kecepatan lepas, sehingga roket mencapai ketinggian h dari permukaan bumi, maka : -
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1= j-g.Rg.dr . fdr
2' Ry A rz ERe :
dimana r = R;; + h.
. 1 1 1 1
jadi : —vi= —g.Ré[—] = —g,Rgl:_—_T]
2 Y lg, r R,
| 1 1 -R
dan v?=2gRi|—-=|= 2_g,Rz(£_E}
R, T YR,
2.9.R]
maka Y= 5
2gR; -V

. 2gRg R = Re.V?
“ogR.-V? F 2gR.-V? ®)

Ini cocok dengan persamaan (7) karena h=o jika V*=2.gRg.

4. KECEPATAN SATELIT.

. Syarat bagi satelit supaya stabil di grbiF lingl'farﬁn dengan jarak r dari pusat bumi adalah
gaya centripetal sama dengan gaya gravitasi. Jadi, jika m, adalah massa satelit dan V. =
kecepatan melingkar (circular velocity) maka :

v? m,.gR:
m, = =—=—F
r r
v = 3R
N r (9)

2.gR
vV, = g e
r
V. = V.42 =1414xV, (10)

jadi disetiap titik di medan gravitasi bumi berlaku bahwa escape velocity sama dengan /2 kali
kecepatan circular.
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5. PERSAMAAN GERAK ROKET (HAL IDEAL).

Pandang hal sederhana dimana gravitasi dan gesekan udara diabaikan. Misalkan :

m = massa roket + bahan bakar pada t detik sesudah penyalaan roket. .
c = kecepatan keluarnya gas relatif terhadap roket.
v = kecepatan roket pada saat t relatif terhadap bumi.

Karena gaya = massa x percepatan, maka daya dorong yang bekerja pada roket adalah m.d—v.
Daya dorong juga sama dengan dan berlawanan dengan perubahan momentum gas yang keluar.

d dm . .
Maka daya dorong = —c—i—t-(m.c) = —C_cﬁ:ﬂ dimana c dianggap konstan,

sehingga mg\i - _cdm (in
dt dt

Misalkan massa awal roket pada saat penembakan (t = 0) adalah my. my terdiri dari massa

bahan bakar my, massa struktur roket m,, dan massa payload m,,.

Jadi

me=me+m, +m, (12)

massa roket sesudah pembakaran habis (pada saat semua bahan bakar habis) adalah :

ml=mf+mp. (|3)
(I\i/;’t?;':'ka“ kecepatan naik dari nol ke V. selama waktu pembakaran bahan bakar, yaitu selama t
M . F dv F d
aka : J.—-dt=‘cj LTS
> dt , m.dt
atau Tdv - ~cm1§2
0 m; m
Jad v, = =c[m.m] :
sehingga V = —cln = cqn e .
¢ mo m1 J\
* Y
m 3,

_ massa roket + bahan bakar .
. massa keselurubhan pada saat bahan bakar habis S

|

3
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dimana R = perbandingan massa.

Jadi V, =cinR 4

dimana V. disebut kecepatan karakteristik roket, R suatu parameter, dan jika InR = 1 (sehingga
R kira-kira 2.72) maka V. = c. Ini berarti bahwa kecepatan akhir dan roket adalah sama
dengan kecepatan keluarnya bahan bakar jika R = 2.72.

Persamaan (14) menunjukan bahwa kecepatan akhir dari roket melampau kecepatan keluarnya
gas jika R > 2.72.

R = £ = 2 (15)

. m o
Perbandingan R, = —* adalah payload mass-ratio.
m
p

6. GERAK ROKET DI MEDAN GRAVITASL.

Misalkan roket bergerak menurut garis lurus sepanjang OP. Maka berlaku v = u - gt,
untuk gerak benda dengan gravitasi konstan, dimana u adalah kecepatan awal pada saat
permulaan periode waktu tersebut.

Maka Vm=clnR-g.t (16)

sebagai aproksimasi awal, dengan menganggap medan gravitasi memiliki g yang konstan,
dimana V,, adalah kecepatan maksimum dari roket.
I.ebih tepat lagi

t
V, =cinR-[g, dt (17)
0
. : g.R;
dimana _ 9, = T3
_ r

Suku Ig, .dt tidak dapat dihitung kecuali jika t dan r diketahui, dan ini adalah péranieter-

parameter yang bervariasi dari satu roket keroket lainnya. Selama t masih kecil, sehingga g,
hanya bervariasi sedikit selama penerbangan, manfaat g.t sebagai faktor koreksi gravitasi
adalah cukup tepat dibandingkan dengan ketidak pastian gaya-gaya aerodinamik. Dalam
prakteknya, hanva gerak awal roket luar angkasa adalah lurus. Masalah umum dari roket di
medan gravitasi adalah salah satu dari gaya-gaya sentral, dan lintasan roket berbentuk irisan
kerucut (dapat ditunjukan bahwa jika suatu benda bergerak dibawah pengaruh gaya sentral,
maka benda ini akan bergerak sepanjang orbit tertentu. Parameter orbit dapat dihitung dan
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semuanya berbentuk irisan kerucut). Karena ini maka gerak garis lurus vertikal dari roket
adalah tidak penting.

7. DAYA DORONG (THRUST).

Persamaan Vc=clnR (18)

menunjukan bahwa untuk svatu roket (dengan R diketahui), kecepatan karakteristik V.

tergantung kepada kecepatan c. Maka untuk kecepatan maksimum motor roket harus bekerja
pada maksimum secera kontinyu. Dari pasal (5) kita peroleh :
Gaya yang disebabkan karena semburan gas pada roket adalah :

F = daya dorong = — c.%:- =cf (19)

oleh karena itu daya dorong sama dengan kecepatan semburan gas dikalikan dengan %‘E— :
untuk roket V-2 :

F=30ton=3x 10" dyne

f =276 Ib/det =1.25 x 10° gm/det

Jadi , oo 295x1 0'°
' 125x10°

m/ det = 2,35km/ det. (20)

8. ROKET BERTINGKAT

Harga rata-rata dari R adalah 5, dan untuk c adalah 2400 m/det. Maka dengan
menggunakan persamaan (14) :

Ve =2400 In 5 = 2400 x 1.6 = 3840 m/det.
l[feecfile?;ar:tal?klzgss (escape velocity) adalah 11 Km/det, sehingga V. = 3.84 Km/det' adalah terl.alu
baik adalah tidikescape' Meskipun dengan menggunakan bahan. bakar dan desain yang pe}hqg
roket bertingkat dm““gkm membuat satu roket yang menghasilkan Ve =11 Km/det. Prinsip

bandingan apatv mengatasi masalah ini. Pandang suatu roket tiga tingkat dimana R; =
pet £an massa untuk tingkat pertama, sehingga :

R, = Vir— Massa total awal s '
4552 total sesudah tingkat pertama lepas '
R. - ,WM_..,._ME%M tingkat kedua menyala

Massa tota] sesudah tingkat kedua lepas @‘
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Massa total pada saat tingkat ketiga menyala *

R: = " .
) Massa total sesudah tingkat ketiga lepac

Karena tingkat-tingkat dalam roket itu menyala secara berurutan, maka : -

Vc=cInR;+cInR; +cinRa
sehingga :
Ve=cInR, .R2.R;

Jadi kecepatan tingkat ketiga pada akhirnya sama dengan jumlah dari kecepatan yang dicapai
oleh masing-masing tingkat. Sistem secara keseluruhan mempunyai effective mass-ratio R =

Ri.R:.R: . dengan demikian dengan menggunakan roket bertingkat akan menaikan R, dan
dengan demikian menaikan V. .

9. LINTASAN SATELIT ORBIT RENDAH.

Dibawah ini akan dianalisa hubungan antara ketinggian satelit, periode, jarak ke satelit
dan lama kontak maksimum untuk satelit orbit rendah. Dalam hal ini dianggap bahwa bumi
adalah bulat sempurna, dan gangguan nongravitasionil, gravitasi bulan dan matahari diabaikan.

Pandang gambar 1 yang memperlihatkan lintasan satelit orbit sirkuler.

Horison

H = ketinggian satelit

R = jari-jari bumi =

a = sudut elevasi

S = satelit

d =jarak pengamat (p) ke satelit

PS’ = D : jarak péngamat ke satel
terjauh (pada horizon)

~'Gambar 1

Dalam gambar I terlihat suatu lintasan satelit yang mengelilingi bumi yang berbentuk

ll"‘*[z}nuyglx'aran. Kita anggap bumi berposisi tetap, dan pengaruh atmosfir bumi diabaikan.

L
A
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Gaya gravitasi = gaya centrifugal.

GMm _mv®

— 21
r r @D
dimana :
G = konstanta universil.
M = massa bumi.
m = massa satelit.

= kecepatan satelit.
= jarak satelit ke pusat bumi.

Dari persamaan (21) :

v = (eM)Tr ¥ (22)
maka T= -%—EL:.Zn(GM)—;r; (23)
Y
L 3 |
T:z-’tu 2(Re+h)2 (24)
dimana :

h = ketinggian satelit.

Ry = jari-jari bumi = 6370 km.

I =398613,52 km'/det®. -

Persamaan (24) bila diteruskan akan menjadi :
T=9,9558 x 10 x (6370 + h)"* detik (25)
atau T=1,6593 x 10 x (6370 + h)"* menit (26)

Persamaan (26) akat) digunakan untuk menghitung periode satelit dalam program komputer
sebagaimana yang diperlihatkan dalam lampiran 1 dan out putnya lampiran 2. Sebagaimana
dm.erl]hmkan dalam gambar 1, d adalah jarak dari pengamat (P) dan satelit (s). Jarak satefit
bej' u_bahl- ubah sebagai fungsi waktu dan sudut elevasi. Jarak maksigium terjadi pada saat
T“‘ﬁ"j'“ :“:“"pe';(ga"flﬁt mempunyai sudut elevasi 0°, atau satelit Lnulai\erbit dan terbenam di
orisonnya. Jarak minimum terjadi pada saat stasiun bumi mempunyai sudut elevasi 90° *Nilai

jarak digunakan unt . . : e
jarar CigHre uk membantu mencari besar sudut di pusat bumi selama kontak komunikasi
antara satelit dan pengam :

at berlangsung. EY

p
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Tetapi untuk keadaan praktls kontak komunikasi antara pengamat dan satelit terjadi
belum tetntu pada sudut elevasi 0°. Hal ini ter]adl karena pada kondisi tertentu terjadi
gangguan kontak komunikasi, misalnya adanya halangan gunung, pohon rumah-rumah dan
"dng(’uan atmosfir, sehmgga dipilih pada saat mulai kontak komunikasi pada sudut elevasi
antara 5" sampai 10" , tergantung dari lokasi setempat. Demikian jarak maksimun ke satelit
dapat dipandang saat terjadmya kontak komunikasi untuk pertamakali. Akan ditinjau jarak
secara umum pada sudut elevasi tertentu. , -

Dari gambar 1, untuk mencari jarak d _ = 0 ° (= PS = D) digunakan persamaan segitiga
siku-siku OPS‘_.

d%a-0- =D? = (Rg + h)? -R2 Q27)
atau d..,» = a/P@R¢ + h)
atau | d, ., =D =4h@2740+h) (28)

Jarak antara pengamat (P) dengan satelit (S) pada sudut elevasi O dinotasikan dengan d,
dapat dicari dengan rumus segitiga cosinus : .

(Re +h)’ = RZ + d* - 2R d cos B (29)

disini B =90"+a dan O =sudut elevasi.
Dengan mengganti cos B =-sin Ol , maka persamaan (29) menjadi persamaan kwadrat :

d>+2Red sin & -2Rh-h? =0 (30)
dan dengan memasukan R, = 6370 km , maka persamaan (30) menjadi -
d?+2x6370xdxsinQ -2x6370h -h> =0 (31)

Dari persamaan (31) akan diperoleh dua nilai d. Diambil nilai d yang positif dan bila
diselesaikan diperoleh :

d -6370sina +0,54/(2x6370sina)’ +4(2x6370h + h*) (32)
Dengan memilih O = 5° pada saat penerima mulai menerima sinyal, maka diperoleh rumus :

6.5
d = _555‘18214-0,5(1110,36422 +4(12740h +h?)) (33)

Dari persamaan (32) untuk Ol = 0, maka d__ =D-= \ﬁ1(2X6370+h) sama dengan
persamaan (28).
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Persamaan (28) dan (33) akan digunakan untuk menghitung jarak satelit dalam program
komputer sebagaimana yang diperlihatkan dalam lampiran 1 dan outputnya lampiran 2.

Lama kontak maksimum dibedakan dua macam, yak.ni lama kontak maksimum ideal (mulai dari
Ol = 0% dan lama kontak maksimum praktis (mulai pada OL = 5°).

Untuk mencari rumusnya, tinjau lagi gambar 3. Lama kontak maksimum (t.) dapat dihitung
dengan rumus : ‘

tc = ————32660 xT (34)

dimana :
o = sudut dipusat bumi yang diapit oleh garis dari pusat (0) ke sateli (S) dan
garis dari pusat (0) ke pengamat (P).

T = Periode satelit.

Untuk mencari sudut © perhatikan segitiga OPS . Dengan menggunakan rumus segitiga
cosinus, maka :

@ =RE +(Re +h)’ - 2Re(R +h) cos 6 (35)
At cos O = R +(Rg+h) -
B 50 2Re(Re +h)
atau =cos ! R‘2+(R5+h)2_d2 -
t 0 = cos \i ZRE(RE +h) :\ (36)

untuk R;; = 6370 krﬁ, maka :

{‘ 6370° +(6370+h) —
8=cos"{ +( T ) } (37)

2x6370(6370 +h)

o
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10 PENUTUP.

Dari analisa diatas terlihat bahwa hanya dengan berdasarkan gaya tarik gravitasi, maka
lintasan satelit mengelilingi bumi akan berupa irisan kerucut yang dapat berupa lingkaran, elips,
parabol, atau hyverbola. Tetapi adalah tidak mungkin gerak satelit hanya dipengaruhi oleh gaya
gravitasi. Dalam prakteknya lintasan satelit dipengaruhi oleh gaya-gaya nongravitasionil seperti
gesekan atmosfire bentuk lonjongan bumi, dan lain-lain. Oleh karena itu terdapat
penyimpangan-penyimpangan pada lintasan satelit sehingga bentuknya tidak persis lingkaran
atau elips. Dalam hal ini diperlukan perangkat roket kecil disatelit untuk mengembalikan
lintasannya menjadi lingkaran atau elips sesuai dengan objektif peluncurannya.

Dalam hal satelit orbit rendah maka dibutuhkan roket pendorong kecil untuk menambah

tenaga dorong. Dipakainya roket kecil ini atau tidak, itu tergantung dari kualitas propelan
padat yang menjadi motor pendorongnya. : PRI
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LAMPIRAN 1

PRINT : (h, Km) (meni)l 4 (d.Km) L (tc.menit)

PRIN[. . ....................... ‘ ........................ P
PRINT : : L =0 =5: =0 =5
PRIN-F e e e ireeaea e e i iesasasacas Hasiiscscd ceat tanaaiasesees P R [RRRARREIEEIEE
FOR H =200 TO 1500 STEP 100

T = 1 6593E-04*(6370 + H) ~1.5

10 =(H*(12740 + H) )* .5

J5 =-555.1821 + .5%(1110.36424#"2 + 4%(12740*H + H~ 2) ) .5
A = 637072 + (6370 + H) ~ 2 - JO ~2

B = 2%6370 *(6370 + H) |

Tl =(ACOS(A/B))/1.745329E-02

LO  =2*T1*T/360

C = 6370"2 + (6370 + H) ~2 - J5~2

T2  =(ACOS(C/B) )/1.745329E-02

LS =2%*T2*T/360

PRINT USING #### ### 4t s s s s s anust s HTJ0ISLOLS,
PRINT

NEXTH

END

T
4
‘.'{:-
i
+ .
. ¥
i"-.«
s Y
3,
i
i)
LA
Q A
3 4
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LAMPIRAN 2

KETINGGIAN PERIODE JARAK KE SATELIT LAMA KONTAK
(h, Km) (menit) (d, Km) MAKSIMUM
' (tc, menit )
a=0° a =5° o =0 o=5"
200 88.36 1608.73 1146.65 0.0000 0.0000
300 90.39 1977.88 1499.14 0.0000 0.0000
400 92.43 2292.60 1803.68 0.0000 0.0000
S00 94 .48 2572.94 2076.97 0.0000 0.0000
600 96.55 2829.13 232791 0.0000 0.0000
700 098.64 3067.25 2561.90 0.0000 0.0000
800 100.74 3291.20 2782.52 0.0000 0.0000
900 102.86 3503.71 2992.24 0.0000 0.0000
1000 104.98 3706.75 3192.91 0.0000 0.0000
1100 107.13 3901.79 3385.91 0.0000 0.0000
1200 109.29 4089.99 3572.31 0.0000 0.0000
1300 111.46 4272.24 3752.97 0.0000 0.0000
1400 113.65 4449.27 3928.59 0.0000 0.0000
1500 115.85 4621.68 4099.73 0.0000 0.0000
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