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Abstrak 

Metode Euler dan Quaternion adalah matrik yang digunakan untuk mentransformasi translasi dan rotasi 
dari kerangka acuan benda ke kerangka acuan navigasi atau inersia. Metode ini digunakan pada algoritma Inertial 

Navigation System (INS) untuk mentransformasi kecepatan sudut kerangka benda ke kerangka navigasi. Penelitian 

ini bertujuan untuk membandingkan metode Euler dan Quaternion pada algoritma INS agar dapat ditentukan 

metode yang sesuai untuk digunakan pada sistem navigasi seperti robot, aeromodeling, UAV (Unmanned Aerial 

Vehicle) maupun roket. Perbandingan dilakukan dengan membangkitkan data simulasi dengan variasi frekuensi 

sebagai perbedaan data keluaran dari sensor, untuk mengamati pengaruh singularity. Hasil perbandingan 

membuktikan bahwa metode Euler walaupun memiliki masalah singularity, tetapi memiliki persamaan yang 

sederhana. Sedangkan metode Quaternion memiliki persamaan yang sulit dan rumit tetapi dapat mengatasi 

masalah singularity. Metode Euler memiliki persamaan yang mudah dipahami (trigonometri) tetapi memiliki 

masalah singularity. Metode Quaternion tidak memiliki masalah singularity tetapi persamaan yang digunakan 

cukup rumit, imajiner, dan terdapat unwinding yang akan mempengaruhi pada sistem kendali. Jika algoritma ini 
digunakan untuk sistem yang membutuhkan pengendali seperti roket, maka metode Euler lebih cocok digunakan, 

tetapi dengan menambahkan teknik khusus untuk mengatasi masalah singularity pada saat sudut pitch disekitar 

90o. 

Kata kunci: Inertial Navigation System, Singularity, Unwinding, Euler, Quaternion. 

 

Abstract 
Euler and Quaternion method is matrix that is used to transform the translation and rotation of the body 

frame to inertial or navigation frame. This method is used on Inertial Navigation System (INS) algorithm to 

transform the angular velocity of the body frame to navigation frame. This try to compare the methods of Euler 

and Quaternion on INS algorithms that can be determined apposite methods used in navigation systems such as 

robots, aero modeling, UAV (Unmanned Aerial Vehicle) and rockets. Comparison undertaken by generating 

simulated data with frequency variation as the difference data output from the sensor, to observe the effect of 

singularity. The simulation results show that the method of Euler despite having singularity. However, it has a 

simple equation. Whereas, Quaternion method has a difficult and complicated equations but can solve the 

singularity problem. Euler method equation are easy to understand (trigonometry) but there is a singularity 

problem. Quaternion method does not have a singularity problem but the equations used complex, imaginary, and 

there is unwinding affecting the control system. If the algorithm is used to control system like a rocket, thus the 

Euler method is more appropriate to use, but by adding a special technique to fix the singularity problem during 

around the pitch angle of 90o. 

Key word: Inertial Navigation System, Singularity, Unwinding, Euler, Quaternion. 

 

1. PENDAHULUAN 

Perkembangan elektronika dan teknologi informasi mengenalkan suatu sistem navigasi berbasis 

satelit yang dikenal dengan nama GPS (Global Positioning System) [1][2]. Kendaraan, aeromodeling, 

UAV (Unmanned Aerial Vehicle), pesawat komersial, helikopter, pesawat tempur, rudal dan lainnya, 
saat ini telah menggunakan sistem navigasi berbasis sensor elektronik dengan ukuran yang relatif kecil 
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[3][4][5]. Sensor pada sistem navigasi biasa disebut dengan IMU (Inertial Measurement Unit) 

menghasilkan data berupa percepatan dan kecepatan sudut yang kemudian diproyeksikan oleh benda 

atau body terhadap poros koordinat bumi untuk mendapatkan data navigasi. 

Sistem navigasi umumnya dikembangkan untuk teknologi dan penelitian bidang aeromodeling, 
robotika, pemetaan, penentuan lokasi, dll. [6]. Pada sistem navigasi, sensor dinamik accelerometer dan 

gyroscope digunakan untuk mengetahui posisi, kecepatan, dan rotasi benda bergerak [7]. Algoritma 

yang digunakan pada sistem navigasi disebut dengan INS (Inertial Navigation System). Algoritma INS 
menggunakan prinsip dasar hukum Newton dan membutuhkan satu kerangka/frame dari semua data 

navigasi yang ada, yaitu 3-axis data rotasi, dan 3-axis data translasi [8]. Produk IMU dan INS yang 

memiliki ketelitian sangat tinggi harganya mahal, selain itu tidak digunakan dan tidak diperjual belikan 
untuk kepentingan komersil [9]. 

Pada algoritma INS model strapdown, orientasi sikap (roll, pitch, dan yaw) kerangka koordinat 

direpresentasikan dengan matriks transformasi Euler dan Quaternion. Metode Euler memiliki 

kelemahan singularity ketika sudut pitch mendekati 90o. Kekurangan dari matriks transformasi Euler 
yang digunakan untuk mengetahui lintasan gerak atau terbang peluru [10]. Masalah singularity metode 

Euler dengan metode diselesaikan dengan Gamma Matrix untuk kendaraan swatantra (autonomous) 

[11]. Singularity diatasi dengan matriks transformasi metode Quaternion [12][13]. Euler memiliki 
persamaan matematis yang sederhana dan biasa digunakan untuk navigasi kendaraan (seperti pesawat 

terbang dan peluru kendali) [14]. Penelitian lainnya tetap menggunakan metode Euler, singularity pada 

penelitiannya diatasi dengan meng-inverse-kan matriks transformasinya, Parameter yang diperoleh pada 
akhir metode Quaternion akan ditransformasikan kembali menjadi sudut dengan matriks transformasi 

Euler [15]. Dari beberapa penelitian tersebut, maka penelitian ini bertujuan untuk membandingkan dan 

mengetahui karakteristik metode Euler dan metode Quaternion pada sistem navigasi inersia, untuk dapat 

dimanfaatkan sebagai acuan sebelum dilakukan ujicoba secara realtime pada robot, kendaraan, roket, 
atau sistem lain yang menggunakan sistem navigasi. 

 

2. ALGORITMA INS METODE EULER DAN QUATERNION 

Langkah pertama pada penelitian ini adalah merancang IMU sederhana untuk pengambilan data 

dari accelerometer dan rate-gyroscope. Keluaran sensor dibaca melalui serial port dan diolah 

menggunakan Matlab. Proses algoritma dapat dilihat pada (Gambar 2-1) berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2-1 Blok diagram algoritma inertial navigation system [15] 

 

Fokus penelitian ini terdapat pada matriks transformasi untuk sudut rotasi 𝐶𝑏𝑛 dengan 

membandingkan metode Euler dan Quaternion untuk mengetahui pengaruh terhadap keluaran algoritma 

INS. Matriks transformasi metode Euler terdapat pada Pers. (1) [16][4], 
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𝐶𝑏𝑛(𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟) = [1 sin𝜙 tan𝜃 cos 𝜙 tan𝜃0 cos 𝜙 −sin𝜙0 sin𝜙 sec 𝜃 cos 𝜙 sec 𝜃].                    (1) 

Setelah diperoleh nilai 𝐶𝑏𝑛 kemudian menghitung nilai sudut rotasi Euler (𝛷̇𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟) Pers. (2)[16], 𝛷̇𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟 =  [𝜙̇𝜃̇𝜓̇] =  𝐶𝑏𝑛𝜔̅.             (2) 

Nilai Φ̇𝑄𝑢𝑎𝑡𝑒𝑟𝑛𝑖𝑜𝑛  menggunakan variabel lebih banyak. Tetapi tidak menggunakan fungsi trigonometri, 

sehingga pada metode ini tidak pernah terjadi singularity pada sudut pitch 90o. Φ̇𝑄𝑢𝑎𝑡𝑒𝑟𝑛𝑖𝑜𝑛  diperoleh 

menggunakan Pers. (3), dengan gain 𝜀 = 1 − ‖𝑄‖ [4][5],  𝑄̇ = 12 ℚ.𝑄 + 𝐾𝜀. 𝑄,                           (3) 

Matrik ℚ dituliskan secara lengkap pada Pers. (4) [17][18]. 

ℚ = [0 −𝑝 −𝑞 −𝑟𝑝 0   𝑟   − 𝑞𝑞𝑟 −𝑟𝑞 0    𝑝−𝑝 0 ].                                (4) 

Q adalah vektor kolom [q0 q1 q2 q3]
T dan ℚ adalah matrik representasi sudut menggunakan empat 

parameter Quaternion (skew symetric marix) dari data kecepatan sudut TAK benda. K adalah konstanta 

pengali agar nilai norm Q Pers. (5) tidak sama dengan nol ‖𝑄‖ = 𝑞02 + 𝑞12 + 𝑞22 + 𝑞32.                                (5) 

Konstanta K diberikan nilai sama dengan satu. Selanjutnya adalah normalisasi parameter Quatetrnion 

yang dihitung menggunakan Pers. (6), 𝑛̂ = 𝑄√‖𝑄‖,                                    (6)  𝑛̂ dan Q adalah masing-masing parameter Quaternion q0, q1, q2, dan q3, dalam bentuk lain dituliskan 

pada Pers. (7), 𝑞0 = 𝑞0√‖𝑄‖,  𝑞1 = 𝑞1√‖𝑄‖,  𝑞2 = 𝑞2√‖𝑄‖,  𝑞3 = 𝑞3√‖𝑄‖.                                 (7) 

Empat parameter Quaternion diubah menjadi sudut rotasi (Φ) menggunakan DCM (Direct Cosine 

Matrix) 𝐶𝑏𝑛 untuk memperoleh nilai pada kerangka navigasi. DCM metode Euler terdapat pada Pers. (8) 

[17],           𝐶𝑏𝑛 = [cos 𝜃 cos 𝜓 −cos 𝜙 sin𝜓 + sin𝜙 sin 𝜃 cos𝜓 sin𝜙 sin𝜓 + cos 𝜙 sin𝜃 cos 𝜓cos 𝜃 sin𝜓 cos𝜙 cos 𝜓 + sin𝜙 sin 𝜃 sin𝜓 − sin𝜙 cos 𝜓 + cos 𝜙 sin 𝜃 sin𝜓−sin𝜃 sin𝜙 cos 𝜃 cos 𝜙 cos 𝜃 ].    (8) 

Sedangkan metode Quaternion terdapat pada Pers. (9) [17][18].  

𝐶𝑏𝑛 = [(𝑞02 + 𝑞12 − 𝑞22 − 𝑞32) 2(𝑞1𝑞2 − 𝑞0𝑞3) 2(𝑞1𝑞3 + 𝑞0𝑞2)2(𝑞1𝑞2 + 𝑞0𝑞3) (𝑞02 − 𝑞12 + 𝑞22 − 𝑞32) 2(𝑞2𝑞3 − 𝑞0𝑞1)2(𝑞1𝑞3 − 𝑞0𝑞2) 2(𝑞2𝑞3 + 𝑞0𝑞1) (𝑞02 − 𝑞12 − 𝑞22 + 𝑞32)].      (9) 

DCM Euler dapat dihitung setelah nilai transformasi sudut diketahui, tetapi DCM Quaternion akan lebih 

sederhana jika diselesaikan terlebih dahulu. Sehingga nilai indeks matriks DCM akan digunakan 

kembali untuk menghitung Φ𝑄𝑢𝑎𝑡𝑒𝑟𝑛𝑖𝑜𝑛  seperti terdapat pada Pers. (10). 

[𝜙𝜃𝜓] = [   
 tan−1 2(𝑞0𝑞1+𝑞2𝑞3)1−2(𝑞12+𝑞22)sin−1 2(𝑞0𝑞2 − 𝑞3𝑞1)tan−1 2(𝑞0𝑞3+𝑞1𝑞3)1−2(𝑞22+𝑞32) ]   

 
.                     (10) 

Sampai dengan langkah Pers. (10), maka kedua metode dapat dibandingkan dan diketahui karakteristik 

terhadap singularity. 
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3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Simulasi dilakukan dengan membangkitkan data sinus pada Matlab dengan frekuensi masing-

masing senilai 1 Hz (Gambar 3-1). Grafik pada kolom sebelah kiri adalah keluaran dari metode Euler 

dan kolom pada sebelah kanan adalah keluaran metode Quaternion. Simualasi ini terlihat belum adanya 
nilai singularity sehingga kedua metode memiliki pola yang sama. Nilai pada metode Euler sumbu 

translasi memiliki selisih ditengah pengukuran disebabkan karena pengaruh ketelitian pada data 

trigonometri dari sumbu rotasi. 

 
Gambar 3-1 Grafik data rotasi dan translasi tanpa singularity 

 

Simulasi berikutnya masih dengan frekuensi 1 Hz tetapi dengan waktu pengukuran yang lebih 
lama. Terlihat bahwa pada metode Euler (Gambar 3-2) kolom kiri, singularity terjadi pada saat sumbu 𝜃 (pitch) disekitar 

𝜋2 atau 90o.  

 

 
Gambar 3-2 Grafik data rotasi dan translasi setalah terjadi singularity 

 

Singularity pada sumbu 𝜃 mempengaruhi sumbu rotasi yang lain juga termasuk sumbu translasi. 

Pada metode Quaternion (Gambar 3-2) kolom kanan, pada saat sudut 𝜃 mendekati 
𝜋2 nilai tersebut 

kemudian dilakukan pembalikan pada arah yang berlawanan. Nilai yang medekati 𝜋 atau 180o dibalik 

menjadi – 𝜋, sehingga tidak ada nilai pada sumbu 𝜙 (roll) dan 𝜓 (yaw). 
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Jika dibandingkan antara kerangka acuan benda dan kerangka acuan navigasi metode Euler, 

maka diperoleh pola yang sangat berbeda (Gambar 3-3). Terlihat pada kecepatan kerangka navigasi U 

yang sejajar sumbu-x dan W yang sejajar sumbu-z tidak berada pada satu titik nilai yang sama mulai 

pada detik ke-9 pada saat sudut 𝜃 mendekati 
𝜋2, 𝜃 sama dengan 

𝜋2 terjadi pada detik ke-16 pada saat sinus 

mencapai puncak gelombang. Lonjakan menuju tak hingga terjadi hingga mencapai nilai 2000o. Nilai 

selisih kecepatan terbesar berada pada data ke-16 dengan U = 41,3 m/s, V dan W = 46,65 m/s. Pada nilai 

posisi, selisih terbesar terjadi pada akhir data pengukuran detik ke-28. Posisi sumbu x = 603,7 m, sumbu 

y dan z = 617 m. 
 

  
Gambar 3-3 Perbandingan kerangka acuan benda dan kerangka acuan navigasi metode Euler 

 

Simulasi berikutnya (Gambar 3-4) adalah dengan memvariasikan frekuensi yang terjadi pada 
masing-masing sumbu keluaran sensor. Frekuensi sumbu accelerometer (ax, ay, az) adalah 2 Hz, 2,5 Hz, 

dan 3 Hz, sedangkan rate-gyroscope (𝜔𝑥 , 𝜔𝑦, 𝜔𝑧) adalah 1 Hz, 1,5 Hz, dan 2 Hz. 

 
Gambar 3-4 Grafik data rotasi dan translasi dengan variasi data input 

 

Dari grafik percobaan pada (Gambar 3-4) pada kolom sebelah kiri hasil keluaran metode Euler, 

nilai sudut 𝜙 dan 𝜓 mencapai lebih dari 400o yang hingga melebihi satu putaran 2𝜋. Sedangkan pada 

metode Quaternion semua nilai dibatasi sampai dengan nilai 𝜋 saja. Hal ini dapat mengatasi masalah 

yang terjadi pada metode Euler akan tetapi dapat berakibat perubahan yang signifikan pada sistem 

kendali karena harus berbalik dari sumbu positif ke negatif dan juga sebaliknya. Nilai pada data rotasi 
dan translasi (kecepatan dan jarak) dari percobaan di atas ditampilkan dalam bentuk (Tabel 3-1) sebagai 

berikut. 
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Tabel 3-1 Nilai perbandingan metode Euler dan Quatenrion menggunakan variasi data input 

Sumbu translasi Euler  Quaternion Selisih 

Kecepatan (m/s) 
U 15,57 15,9 0,33 

V -7,92 -6,15 1,77 

W 59,72 59,84 0,12 

Jarak(m) 
X 8,65 11,56 2,91 

Y 264,9 296,7 31,8 

Z 459,8 463,5 3,7 

Dari tabel di atas, kecepatan memiliki selisih kurang dari 2 m/s dan jarak memiliki selisih 3 m 
sampai 31 m. Selisih terkecil pada kecepatan dapat mencapai 0,12 m/s dan pada jarak mencapai 2 m. 

nilai selisih ini membuktikan bahwa metode Euler dan Quaternion memiliki kekurangan dan kelebihan 

masing-masing dan dapat digunakan untuk keperluan yang berbeda. Sistem yang membutuhkan data 
rotasi yang melebihi satu putaran dan terdapat sistem kendali dapat menggunakan metode Euler, tetapi 

dengan memberikan trik khusus pada sumbu 𝜃 agar tidak terjadi singularity. Sedangkan sistem yang 

hanya membaca data navigasi tanpa menggunakan sistem kendali secara close loop dapat menggunakan 

metode Quaternion. 

 

4. KESIMPULAN 

Metode Euler memiliki persamaan yang mudah dipahami (trigonometri) tetapi memiliki 
masalah singularity, sedangkan metode Quaternion tidak memiliki masalah singularity tetapi persamaan 

yang digunkanan cukup rumit dan imajiner. Penggunaan salah satu dari metode disesuaikan dengan 

kebutuhan dari sistem navigasi yang akan digunakan tetapi harus memiliki prosesor yang berkecepatan 

tingi. Metode Quaternion cocok digunakan untuk sistem navigasi yang hanya membaca data navigasi 
saja, karena masih memiliki efek unwinding yang berpengaruh pada sistem kendali. Jika digunakan 

untuk sistem yang membutuhkan pengendali seperti roket, maka metode Euler dapat digunakan dengan 

menambahkan teknik khusus untuk mengatasi masalah singularity pada saat sudut pitch disekitar 90o. 
Penelitian berikutnya dapat dikembangkan sebuah metode Euler yang kompleks agar tidak terjadi 

singularity maupun unwinding, sehingga nantinya dapat digunakan sebagai sistem navigasi algoritma 

INS untuk roket kendali. 
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